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1 Rappel d’analyse

1.1 L’espace euclidien R"

Soit R™ l’espace euclidien réel de dimension n € N*. R™ est muni du pro-

duit usuel (.,.) et la norme associée ||.|l2. Si u = (uy,ug,...,un) €t v =
(v1,v2,...,v,) alors :
(u,v) =u'v= ULV + U2V2 + -+ + UpUy (1)
[ull £ (uw? = \fud +ud 4 ud (2)

On définit ainsi d’autres normes sur R"™ comme suit :

— Lanorme 1: x| = >0, =
1
— La norme 2 : ||x]|2 = (Z;;l %2)2

1
— Lanorme p : [[x[l, = (325, [if?)?

— La norme sup : ||X||cc = max{|z1],|22],...|za|}



1.2 Topologie de R"

Soit u € R™ et r > 0. Une boule ouverte de espace normé (R™, ||.||) centré
en u et de rayon r est donnée par :

Bu,r) 2 {xeR"||lu—x| <r} (3)

On munit R™ d’une topologie naturelle : un sous-ensemble & C R™ est un ouvert
de R™ si pour tout u € U,U contient une boule ouverte centrée en u. C’est la
topologie engendrée par les boules ouvertes. Elle ne dépend pas de la norme
considérée.

Propriété :
— @ et R™ sont des ouverts de R".
— Une réunion d’ouverts est un ouvert.
— Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

— Un sous-ensemble £ de R™ contient un unique ouvert maximal pour l'in-
clusion ; on le note int(€) et on 'appelle lintérieur de €.

Un sous-ensemble V de R™ est un fermé pour cette topologie si son complémen-
taire est un ouvert. Toute boule fermée B(u,r) = {x € R" | [u — x| < r} est
un fermé de R”™.

Propriété :
— @ et R™ sont des ouverts de R".
— Une réunion de fermés est un fermé.

— Une intersection finie de fermés est un fermé.

2 Rappel de calcul différentiel

2.1 Vecteur gradient

Soit f & valeur réelles définie comme f : U4 C R™ — R. Lorsque f est
différentiable en xq, on défini le gradient V comme suit :
0,
anl(XO)
Vf(xo) £ : e R" (4)

lé)
Bwfn (XO )

2.2 Matrice Hessienne

Soit f a valeur réelles définie comme f : U/ C R® — R. Lorsque f est 2 fois
différentiable en xg, on défini la matrice Hessienne V2 comme suit :

2%f *f
Ox10z1 (XO) o 010z, (XO)

o= (o) = |

5 5
' 3xngw1 (XO) U angwn (XO)



3 Rappel sur les matrices

3.1 Notations

On note M,, ., (R) 'espace vectoriel des matrices n x m a coefficients réels.
Si A € M, m(R) on note AT sa matrice transposée. On notre M,,(R) lespace
vectoriel des matrices carrées n X n a valeurs réelles. Pour A € M,,(R) on note
son déterminant det(A) et sa trace tr(A).

3.2 Normes matricielles

On définit une norme matricielle compatible avec une norme vectorielle toute
norme respectant : si A € M, ,,(R) et Vx € R", ||Ax|| < ||4]| ||x]|. Voici
quelques normes matricielles compatibles avec la norme euclidienne ||. ||z :

— La norme de Frobenius :

1Ally =

YD a2 = tr(AAT) (6)

i=1 j=1

— La norme induite par ||.|2 :

142
Allsup = sup
H HSUP x£0 ||X||2

(7)

— Si A est une matrice carrée diagonalisable, elle coincide avec la norme
spectrale :

|A]|s = max {|A] | A est une valeur propre de A} (8)

3.3 Matrices (semi-) définie positive/négative

Une notion importante en optimisation est la propriété de la matrice Hes-
sienne d’une application si elle est (semi-) définie positive ou négative.

Définition. Soit A € M, (R).
La matrice A est semi-définie positive si : Vx € R™,xTAx > 0
La matrice A est définie positive si : Vx € R"\{0},xTAx > 0

Dauns le cas ou nous nous intéressons aux matrices symeétriques (i.e. AT = A)
réelles, le théoréme suivant est important :

Théoréme 3.3.1 (Symétrique réelle = diagonalisable.). Toute matrice symé-
trique réelle est diagonalisable.

Pour déterminer si une matrice symétrique est définie positive on utilise le
théoréme suivant :

Théoréme 3.3.2 (Caractéristiques des matrices symétriques définie positives.).
Soit A = (aij)ijzl ..n une matrice symétrique. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) A est définie positive.



(i) Toutes les valeurs propres de A sont > 0.

(iit) Yi =0,...,n,¢; >0, ot pa(X) = Y1 o (—=1)'c; AT est le polynome caracté-
ristique de A.
(tv) Les déterminants det(Ay) ot Ax = (asj)ij=1..k sont tous > 0.
(v) 1l existe une matrice M inversible tel que MTM = A.
De plus :
(a) Si A est définie positive alors Vi =1,...,n,a; > 0.
(b) Si A € Ma(R), A est définie positive si et seulement si det(A) > 0 et
tr(A) > 0.

Pour déterminer si une matrice symétrique est définie positive on utilise le
théoréme suivant :

Théoréme 3.3.3 (Caractéristiques des matrices symétriques semi-définie posi-
tive.). Soit A = (aij)id:]’”.’n une matrice symétrique. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) A est semi-définie positive.
(ii) Toutes les valeurs propres de A sont > 0.

(iit) Yi =0,...,n,¢; >0, ot pa(X) = Yo (—1)'c; AT est le polynome caracté-
ristique de A.

(iv) Les mineurs principauz de A sont tous > 0.
(v) 1l existe une matrice M inversible tel que MTM = A.

De plus :
(a) Si A est semi-définie positive alors Vi =1,...,n,a; > 0.
(b) Si A € My(R), A est définie positive si et seulement si det(A) > 0 et
tr(A) > 0.



