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SectionII: Calcul vectoriel&systémes de coordonnées

II-1 Introduction

En mécanique, certaines grandeurs physiques peuvent étre completement
déterminées par un simple nombre lie a une unité convenable.Ces grandeurs sont des
scalaires.D'autres grandeurs ont besoin d’étre orientées selon une direction ou repérées dans
un plan a deux dimensions (2D) ou dans l'espacea trois dimensions (3D).Ces grandeurs sont

les vecteurs.

Comme exemples de grandeurs scalaires nous avons le temps, la masse, I'énergie, la
température...etc. Pour ce qui des grandeurs nécessitant un repére, nous avons comme
exemples la vitesse, I'accélération, la force...etc.

II-2 Les vecteurs

II-2-a Définition

Un vecteur est un segment de droite AB, ayant une origine A et une extrémité B.

Il est caractérisé par:

. Son origine ou point d’application A.

o Sa direction (un support): C'est la droite (A)qui le porte.

. Son sens: de A vers B (indiqué par la fleche).

. Son module qui représente la longueur AB, qui est toujours positive et s'écrit||AB||.

Chaque vecteur peut-étre écrit sous la forme:

AB = ||AB||.U, Uétant un vecteurunité ou unitaire de module égal a 1.
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II-2-b Base et propriétés d’'un vecteur

(L7.K) est dite base orthonormée si, 7

1- ses vecteurs sont de norme 1 et deux a deux

=

orthogonaux.

=~
Y
v

2- en faisant la rotation de 7Tvers j, on

~
<

progresse selon k. Clest la régle régle du
tire-bouchon.

On dit que la base est directe.
1
;7 T %

Pour localiser un vecteur dans l'espace a trois A

dimensions, il faut choisir un repére de

base(z,7; k) et d'origineO.

A

Y —

Un vecteur a des composantes sur la base

=

(7 k) qui sont les projections du vecteur  sur

les trois axes de coordonnées X,Y et Z.

<V

=~y

Dans ce repere orthonormé direct, le vecteur ¥

est repéré par ses composantes

X
cartésiennes. V = x7 + yj + zk ou bien V = <y> X
Z

Module d’un vecteur: La norme module dun vecteur V est représentéepar

||V||-Dans le repére (O,X,Y,Z), muni d'un systéme orthonormé(,7; k),la norme du vecteur est

donnée par:||[V|| = /x2 + y? + 22.
Dans le cas d'un vecteur résultant d'une somme ou une différence, le module du vecteur

résultant A+B est donné par:
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— - > 2 -2 — -2 — 2 S =
|4 iBII=\/||A|| + 1]l i2AB=\/||A|| +[|BIl" + 2[|4][|[B]| cos?

Cosinus directeurs d’un vecteur: Soient q, B et v, les angles que fait le vecteur V avec
les directions positives des axes de cordonnées. Si le vecteur V s'exprime de la facon

suivante :V = V,7 + VJ+ V,k, alors les cosinus directeurs sont:

V.1 v,
a=cosa =57 = At
”V” VxZ+V;/2+sz £
V.j v,
b=cosﬁ=T]= Y -
”V” V2 +VS/2 +12 \J Vy
R > Y
V.k V, *
C=COSYy =55, = 77— Wi
”V” ]/;24_]/;24_]/;2 /
Z

a, b et c sont les coordonnées cartésiennes du vecteur unitaire V qui vérifient la relation

suivante: a? + b% + ¢% = cosa? + cosf? + cosy? = 1

II-2-c Opérations simples sur les vecteurs
II-2-c-i Somme et soustraction de deux vecteurs
La somme de deux vecteurs peut se calculer graphiquement par deux méthodes:

1¢re méthode:

Par le triangle. 1I suffit de prendre I'extrémité A+

ol

d'un vecteur et le placer a l'origine du

deuxieme vecteur. Réunir par la suite

o)

I'originedu premier vecteur a I'extrémité du

deuxiéme.

2éme méthode:

Par le parallélogramme. Placer les origines des vecteurs

ensemble.Compléter le parallélogramme.Le vecteur somme

estreprésentépar la fleche qui a comme point de départ
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I'originedes deux vecteurs initiaux et le sommet opposé du

parallélogramme.

La soustraction de deux vecteurs se fait de la méme A B
facon que l'addition en prenant l'opposé du /
vecteurB. iB B

II-2-c-ii Produits scalaire de deux vecteurs

Produit scalaire:

Soient V et U deux vecteurs non nuls ayant la méme
origine Oat faisant un angle 0. ¥ et wétant leurs vecteurs
unitaires respectifs. Le produit, dit scalaire, V.U est un

nombre algébriquequi s'écrit:

TV = 0| |7|I.5 = | O] |7|| . cose

X1 X2
En considérant les composantes deV et U :7:’(}’1)et ﬁ(h), I'expression analytique du
Zq Z3

produit scalaire est: V.U = x1.x, + y1¥; + 2. 2,

, [IAY . .
L'angle que font les deux sera donné par : cosd = ——— = X1Xe1V1vet21 %
[[O]lIvIl [[O]lIvIl
Propriétés du produit scalaire:
o o2 . . A . .
. V.V =||V||" :le produit scalaire d'un vecteur par lui-méme est égal au carré de sa
norme.
. V.U=0 :si lI'un des deux vecteurs est nul ou les deux vecteurs sont
orthogonaux.
. amm = (aﬁ. U
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. U.(V+W)=U.V+U.W : Le produit scalaire est distributif.
II-2-c-iii Produit vectoriel de deux vecteurs

Le produit  Vectoriel de deux A

vecteurs, V;AV,, produit un vecteur Wtel

que: W = V,AV,

Va

1-La direction del¥ estperpendiculaire au 0 S
o 0

plan formé parV; et V.

2-Le sens du vecteur résultant est tel que W

le triédre (V,,V,, W) est direct (régle de la
main droite-voir plus loin).
3-la norme de W est la surface du W = [iaV; | = [[Vall- | V2| siné

parallélogramme, notée Ssur la figure.

II-2-c-iv Propriétés du produit vectoriel — produit mixte:
. Le produit vectoriel est non commutatif: ~ V;AV, = —V,AV, .
. Le produit Vectoriel est distributif: ViA(Vy + V) = ViAV, + V;AV;
. Si les deux vecteurs sont colinéaire (paralléles) ou I'un des deux nul : ~ V;AV, = 0.

Le produit vectoriel peut étre aussi calculé a partir des coordonnées des vecteurs:

G A £ A X1 X3 +i —J +k V1-Z2 = YV1-22
Vs Ve [ Voru | Y2 | (IAV = [ V1 A\ V2 |=|x; y; z | =| %2021~ X122
Z Z2 41 Z Xy Y2 Zp X1:Y2 = X2: N1

On appelle produit mixte de trois vecteurs V,,V,et V;, la quantité scalaire C:C =
173.(171AI72) , cette quantité est correspond au volume du parallélépipede construit par les

trois vecteurs (voir figure ci-haut).
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II-2-d Moment d'un vecteur

II-2-d-i Moment d’un vecteur par rapport a un point

Le moment d'un vecteur V par rapport & un point A est le vecteurM, (V) = ABAV. B
étant un point de la ligned'action du vecteur V.Le vecteur moment est perpendiculaire a la

fois & V et au vecteurAB.Son sens est donné par la régle des trois doigts.M,(V )est donné
par |'expression:

[¥,(V)|| = [AB]. [V].sin(AB, V) = V.AB.sino=V.d

MA' (\’)

main droite . ~

)
1
f
|
T
X }ro:.)uon

II-2-d-i Moment d'un vecteur par rapport a un axe

Le moment d’un vecteur V par rapport & un axe
(A) de vecteur unitairetiet passant par un point Aest égal
au produit scalaire du vecteur u par le moment en A du

vecteur V:

My(V) = @ Wiy (7).

Le moment du vecteur Vsera nul si I'axe Alui est

paralléle.
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II-2-e Dérivée d’'un vecteur et régles de dérivation

Soit un vecteurV (t)dans I'espace tridimensionnel:

V(t) = Ve (DT + Y, ()] + V(DK

avt) dvVe. dVy, dv,-
()_ xl+ y Zk

t etant une variable. La dérivée de V (t) est donnee par: = ar =)t

Dans les équations qui suivent, 171(t), 172 (et 173 (t)sont trois fonctions vectorielles dépendant

de t. A est un scalaire.

. dROE0)  ane | dhe
dt T oadt dt
da(Av(t)
SR ) 0] +/1dV(t)
dt
d( V).V, ()
3_ ( 1 — 2 ) dVl(t) Vz (t) + V1 (t) dVZ(t)

dt
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