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Contenu du cours |11

1. Introduction
2. Etude des systemes du 18" ordre

2. Etude des systemes du 2eme ordre
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Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Introduction

1. Systeme continu LTI

u()=—>  H(is) ——(0) H(s) : fonction de transfert

Quelle est la forme de la sortie y(t) du modele en
réponse aux signaux usuels?

= impulsion de Dirac  u(t)=o(t)
= signal échelon u(t)=I'(t)

* signal rampe u(t)=v(t)
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Introduction
2. Decomposition en eléments simples
H(s) =Y. H{s)

H.(s) : fonction de transfert de systéemes de base ou
systemes fondamentaux (ler ordre, 2eme ordre)
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Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 1" ordre

1. Définition
~ Un systeme du premier ordre est décrit par une équation

différentielle linéaire a coefficients constants du premier
ordre :

Iy(t) + y(1) = Ku(r)

2. Fonction de transfert

L)+ y(t)=Ku(t) = sTY(s)+Y(s)=KU(s)

K I': constante de temps

H(s)= (27 K : gain statithue
Péle : A =7

Condition de stabilité : T >0
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Etude des systemes du 1" ordre

3. Reponse temporelle

3.1 Réponse impulsionnelle

Entrée : signal impulsion u(t)=0(t) =>U(s) =1

Réponse du systeme :

K K -L K 4
Y (s Hs_—: t)=h(t)=—e T =—e
(8)=H(S) == y(©) =h(®) == T
Rélpcrnse iJ_:rlpulsiDL:melle
0 T 2T 37

0.37 hy | 0.13 1y | 0.05 h,

4T 5T 6T
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*Etude des systemes du 1°" ordre

3. Réponse temporelle

3.2 Réponse indicielle
= Entrée : signal échelon u(t) = E,I'(t)

= Réponse du systeme:

K E,

E, o B
ut)=E,['(t)=U(s) = re On en déduit Y(s) = S TS)

t

y(t) = K.E, [1—eT) = K.E,(1-e")
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Etude des systemes du 1" ordre

3. Réponse temporelle

3.2 Réponse indicielle

» Valeur de la sortie en régime permanent (valeur finale)

y(0) =limy(t) =limsY(s) =lim| s. S5 K ) Sye)=KE,
t—>o0 s—0 s—0 S 1+Ts

=\/aleur initiale de la sortie

y(O):Iimy(t):Iims.Y(s):Iim(s.EO. K j — y(0) =0
t—0 S—0 S—o® S 1+TS
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Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 1" ordre

3. Réponse temporelle

3.2 Réponse indicielle

*Tangente a I’origine

Pour determiner la tangente a ’origine, il faut determiner la
dérivee de y(t) pour t = 0. On peut utiliser le théoreme de la
valeur initiale applique a la dérivée pour obtenir cette valeur :

KE, KE,

dy(t)
IterJy(t)_Ilm - _Ilms(sY(s))—!LTOs s(1+Ts)_ -

= limy'(t) = @

1
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Etude des systemes du 1" ordre

2. Reponse temporelle

3.2 Réponse indicielle

Réponse indicielle

KE,

0.63 KE, |/

% 9

2T

3T

AT

6T

«— 095 KE

Tableau récapitulatif de I'évolution de la sortie

2T

5T

y(2)

|1II

(%)

87%

99.4%

100%

v, . valeur de la
sortie en regime
permanent
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Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 1°" ordre

3. Reéponse temporelle

3.2 Réponse indicielle

KE

0

Réponse indicielle

0.63 KE, [/

0

+— 0.95KE

0 T

» Temps de réponse t, du systéme:

*t. = temps au bout duquel la réponse indicielle atteint 0.95y

'r.?' ==

3T

» Temps de montée t,.

t . = temps au bout duquel la réponse passe de 0.1y, a 0.9y

rf}}

=7 FT'T
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Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 1" ordre

3. Réponse temporelle
3.2 Réponse indicielle

' Remargue
| On note que le temps de réponse ne dépend pas de la consigne d’entrée ni du
gain mais uniquement de la constante de temps T, plus la constante de temps

est importante, plus le temps de réponse est important.
, ¥(©

- — - -
i

/
/
I i
| i
| /
|
| i
| i
] !
f !
| ¢
I il
| f
| !

T3'T'2- | Tq
3T, 312 3T

(b) Réponse aun échelon d'un 1% ordre pour différentes

(a) Réponse 4 un échelon unitaire d'un 1°7 ordre pour
valeurs de la constante de temps T

différentes valeurs du gain K
F1GURE 4.1 — Réponse d'un systéme du 1* ordre

Mme BENMANSOUR.S
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Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 1°" ordre

3. Réponse temporelle

3.4 Réponse a une rampe

= Entrée : signal rampe u(7) =v(?)

= Réponse du systeme

u(f)=v(t) = U(s)=-- Onendéduit Y(s)=

-
§=

[

W) =K(-T)+KTe' T

K

s2(1+Ts)

15
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Etude des systemes du 1" ordre

3. Réponse temporelle

3.4 Réponse a une rampe

20 Kv(1)
v(1)
151 E .
10f
5_
0 . . . .
0 T 2T 3T 4T 5T

~ La sortie suit asymptotiquement la rampe Kv(7) avec un retard T

~ L'ecart en regime permanent £ = Kv(7) - v(r) est appele erreur de
trainage
Erreur de trainage : £ = KT

16
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Contenu du cours Il
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Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

1. Définition
Un systeme du second ordre est décrit par une éguation

difféerentielle linéaire a coefficients constants du second

ordre:
a»V(t)+ayy(t)+agv(t) = byu(t)

2. Fonction de transfert

ar (1) + ayi(t) + agy(t) =bgu(t) = (ays? +ays+ag )V (s) =byUl(s)

H(s)= by

n__—_,.s-" +as+ag

18
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Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

2. Fonction de transfert

Autre écriture de la fonction de transfert

) K - f;I:
H(q] - "'1': 2= ou H(SJ — 4 ﬁ%f{\- . 3
S+ 25 +1 §< + 200,5 + Wy
Wz @y,

Forme canonique
K : gain statique

¢ . facteur d'amortissement sans dimension

o, pulsation propore ou pulsation naturelle non amortie
du systeme (enrad’s) avec @, > 0

Equation caractéristique : s2+28m,s +w; =0

19



Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

3. Poles du systeme

K-
H(s)= z

52+ 2¢m s + &Jf;
*Les poles sont les racines de I’équation caractéristique
sEtude du discriminant réduit A=®?(&2-1)

~ Oi |:| =1 alors A=0 :le systeme a des pdles reels et son
comportement est apériodique

" Si

:| > alors le systéme a deux pdles réels distincts

" Si

=1 alors le systéme a un pole réel double

sy
-

» Si ._T| <] alors A<0 : le systeme a une paire de poles
complexes conjugues et son comportement est oscillatoire

Mme BENMANSOUR.S
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Etude des systemes du 2°™¢ ordre

> 1

4, Systéme apériodique : £

4.1 Réponse indicielle(cas & >1) -

=sPdles du systeme

I3

h=-C¢w,-w,.|E2-1 et A =—Cw,+w,\/E% -1

=Condition de stabilité

Le systeme est stable siles poles A, et A, sont négatifs, ce qui
correspond a la condition £ = 1

sFactorisation de la fonction de transfert
— JR:
(1+Tys 1+ Tys)

Comme A4 A, =@? ,ona H(s)

Le systeme du 2eme ordre apériodique est équivalent a la mise en
série de deux systemes du ler ordre de constantes de temps :

I—l:_*l et Tﬁ:—*l

/T.-l B /f.'.x

21



Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 2¢™ ordre

> 1

4. Systeme apériodique : [

4.1 Réponse indicielle(cas & >1) :

sDécomposition de la FT en éléments simples

H(s)=- =  H(s)= L _ 2
L+ T,5)(1+ Tys) ) =575 U+ Tos)
. KT - _ K1
avec AI_II_TZ et LZ—Tl_IE

sRéponse indicielle

C'est la somme des réponses indicielles des deux sous-systemes

f
v =K, (1-¢ 1) -£&,(1- ETI) _K,(1-M) -k (1-M)

22



Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 2¢™ ordre

> 1

4. Systeme apériodique : [

4.2 Reponse indicielle(cas &=1) :

=|_a Fonction de transfert

La fonction de transfert peut alors se mettre sous la forme :

H(s) = A 2 = A 2
(“Sj (L+Ts)
a)n

=PHle de la FT

A=’ (E-1)=0= A4 =4, =-0,

Le dénominateur admet alors une racine réelle double,

23



Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

> 1

4, Systeme apériodique : |5

4.3 réponse indicielle :

09 5 10 15 20 25

=Remarqgues

»Pente a I'origine nulle

»La réponse la plus rapide correspond & &=1

30

24



Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

[

5, Systeme oscillatoire :|&/<1

=sPdles du systeme

A==60 —jo \1-52 et Ay =—Clo +jo 1-&7

=Condition de stabilité

Le systéme est stable si Re(4;) <0etRe(4,) <0 soit [0 << 1

=|_jeu des pbles

I
Pour0<¢c<l1 B
' / N Jo, 1=~
Rayon de 'arc de cercle = w, o, ,
. - o P e
cos(@) =& |
sin(y) =& | I
}"2 S —jw \1-&2

25



Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

~ 5, Systeme oscillatoire (0<¢&<1)

mRéponse indicielle

—Caw, t
- - e n .
y(t)=K|1-— - mn(mpr + @)

JI=¢7
avec @, =, \|1-&~ et ¢= arcraul — = arccos &
- /\\/Lf\xf;iﬁ -

TF

0 0 5 10 1 Iﬁ 20 25 30
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Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

5. Systeme oscillatoire (0<&<1)

sCaracteristiqgue de la réponse indicielle

J". maxr————

0 3 10 15 10 15 30

Y

Réponse oscillatoire amortie de pulsation ®, =0, J1-E2

27

Pseudo-période des oscillations 7, =~
P

: -
Temps de pic 1, = o,
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Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

N

5. Systeme oscillatoire (0<&<1)

sCaracteristigue de la réponse indicielle

J} max iy ————

0

Ve

0 5 10 15 20

Dépassement (D)

V I
) —Zmax e 10(
Définition: Dy, » 100

“ 00

v_ . valeur de la sortie en regime permanent

v, ... valeur de pic de la reponse indicielle

D est lie au coefficient d'amortissement ¢ par : 1),

25 30

=100¢ V¢

28
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Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

. 5. Systeme oscillatoire (0<&<1)
sCaractéristigue de la réponse indicielle

J} max iy ————

0

0 5 10 15 20 25 30

Temps de réponse 7% (7, , )

C'est le temps au bout duquel la reponse indicielle atteint £#% de
sa valeur finale

F 1 11]1{]0
e M. n

(£<0.7)

3
On mesure en général le temps de réponse 8 5% : 1, = Eo (€< U-ﬂ

by
= N

29



Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

5. Systeme oscillatoire (0<&<1)
=|nfluence du coefficient d'amortissement

Al

£=0.2
/S
E=0.7
K - E—
"--.hq____ﬂ_ﬂ_.a--’ e
E=0.9
£=1
D _- 1 IF 1 1
0 5 10 15 20 25 30

~ Amortissement faible (£ < 0.7 ) : réponse peu amortie, fortes oscillations,
fort dépassement, réponse d'autant plus rapide que £ est faible

~ Amortissement fort (¢ > 0.7) : réponse trés amortie, pas d'oscillations,
dépassement a peine visible

~ Amortissement ¢ = 0.7 (souvent utilisé)
] DépassementD = 5% a F?':-,n;- ~ 3

30
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Cours II:
Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

5. Systeme oscillatoire (0<&<1)

A

=Influence de la pulsation naturelle (O

20 5
Im
4

10

» Fe

~ Plus la pulsation @, est faible, plus la période des oscillations est grande
~ Plus la pulsation @, est faible, plus la réponse du systéme est [ente

31



Cours Il:  Réponses temporelles des systéemes continus LTI

Etude des systemes du 2¢™¢ ordre
~ | 6. Systeme juste oscillant ou critique & =0

E=0=D(s)=s"+w' =0=

| N K
ona His)= (1+Tys N1+ Ts)
| 1
E— — et - = —_——
1==7 & =g

R

81:21: ja)n

S, =4, =—]o,

—  Cas pénéral y(f) = kE, |l —cos @}

2KE
0

KE S

Mme BENMANSOUR.S
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Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

7. Exemples d’application
=Exemple 1

100
s° +15s+100

Soit la fonction de transfert suivante: H (S) =

Calculer les caracteéristiques dynamiques du systeme.

="Exemple 2
Soit le lieu de pole suivant: 4

Trouver ’expression de la FT et les caractéristiques du systeme.

33
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Etude des systemes du 2¢™¢ ordre

7. Exemples d’application
=Exemple 3

3

Soit la fonction de transfert suivante: Hp)= T2

1. Déterminer les parametr¢($.K.o,)
2. Représenter la réponse indicielle pour un échelon d’amplitude 2.
3. Déduire la stabilité

sExemple 4
Soit la fonction de transfert suivante:

3
pl +3ip+1

H(p)=

Répondre aux mémes questions que I’exercice 3.
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