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Chapitre 1

Méthodes de Résolution des Systémes Linéaires



1.1 Introduction

Soit le systeme linéaire Ax=b, ou A une matrice carrée de dimension (nxn), x et b des
vecteurs colonnes a n composantes, avec

aj; ot Aim

A=lagl=1F =~ | (=12,n;j=12....,m)
Up1  *° Apm

Le systeme ci-dessus s’écrit encore :

rallxl +al2x2 + -+ alnxn =51
a2lxl +a22x2 4+ -+ aZ2nxn =52

anl + an2 + - ... tannxn = bn

Résoudre le systeme Ax=b c’est trouver des vecteurs x, vérifiant le systeme.
11 existe deux types de méthodes :

- Méthodes directes : obtenir la solution en un nombre fini d’opérations.
- Méthodes itératives : permet de construire une suite (xn)n qui converge vers la solution.

1.2 Méthodes directes

1.1.1 Meéthode de Gauss

La méthode de Gauss permet de transformer la matrice A en une matrice triangulaire
supérieurs. Pour cela on passe par les étapes suivantes :

a) Construction de la matrice [Ab]

Qi1 Qum | by

Ap1 *° Apm bp

b) Transformation de la matrice A en une matrice triangulaire supérieure



(a,,) =

0 - - 0 a

n.n

- Une matrice triangulaire supérieure a coefficients réels est une matrice carrée dont les
valeurs sous la diagonale principale sont nulles

c) Résolution du systeme triangulaire :

y, d, o 4 xl b
1
0 a a X
2,2 2.n 2
: : - E_)Z
0 - -« 0 a, X, bn
(x1=7?, x2=7, ....... , Xn=7?)

Etapel : Systéme linéaire triangulaire :
- Utilisation de I'algorithme du Pivot de Gauss.
Algorithme de Triangulation :

Pour k=1 an-1
Pivot=akk
Si (pivot <> 0) alors
Pour i=k+1 an
bi=bi - ((aik/pivot) * bk)

our j=k+1 a n faire
T‘ aij=aij - ((aik/pivot) * akj)
fi

pour

tin pour

fin si
fin pour



Exercice 1 :

Résoudre le systéme par la méthode de Gauss

le +3x: _xE = 5 2 3 —1 _'X.'l 5
4‘1-'1 +4’.’X-’2 _xE = 3 —* 4- 4- —3 _".t.'z = 3
_2.7(-'1 +3.’X-’2 —X3 = 1 -2 3 -1 3 1

Remarque :

- Lireprésente la ieme ligne

- Les termes diagonaux sont appelés pivots
- Le pivot est toujours différent de 0

- Sipivot=0, on permute deux lignes

Solution :

K=1, pivot= all1=2

2 3 15y 11
4 4 33| 12

-2 3 —111/ L3
2 3 —-1|51 L1
0 -2 —-1|-7| L2
0 6 =216/ 113
Avec:
L1'=11

12==12] - ((;:’;r) x ij) =12j — ((“) x Lij)
L3=13j — ((:k:) ¥ ij) = L3 — ((“—“) x Lij)

K=2, pivot= a22= -2

L1
2 3 -1| 5 L2"
0 o slas) 13 =13y (25 e nig) = 13- (D) w12y
—_ —_ = _ 4 —_ —_ _— *
0 0 -—5l-15 J pivot ] ] =5 J

Etape 2 : résolution du systeme linéaire :

L1
2 3 -1 5 L2"
0 0 sl s/ 13 =13y~ (=25 eniy) = 13- () ey
—_ —_ = _ 4 e —_ _— *
0 0 -—5I-15 j pivot ] j 5 ]
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Etape 2 : résolution du systeme linéaire :

allxl +al2x2 4+ .. +alnxn=5bl B
a22x2 + ---.. +a2nxn = b2 A=

xi = 1/aii(bi — X4, Qi * Xj

annxn = bn

Algorithme de résolution du systéme linéaire :

Xn=bn/ann
Pour i=n-1 a 1 faire
Somme =bi
Pour =i+1 a n faire
Somme=somme - aij Xj
Fin pour

Fin pour

Suite de la solution de I’exercice 1 :

—2x2—x3 = -7 x2=2
—5x3 = —15 3=3

2x1+3x2—x3 =5 E'1=1
-
1.1.2 Méthode de Gauss-Jordan
Principe :
Soit le systeme linéaire Ax=b, ou A représente une matrice carrée (nxn).
Le principe est de transformer la matrice A en une matrice identité,
Ax=b —I.x=b" —x=b’
1) Trouver la matrice augmentée [A In]
2) Rechercher la matrice inverse A1, tel que : A*A-1=]

3) Procéder comme pour I'élimination de gauss, mais en annulant a chaque étape tous
les éléments de la colonne considérée situé au dessous et au dessus de la diagonale.
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Pour n=3:

all al2 al3|]1 0 0}b1 1 0 0 b1’
a2l a22 a23/0 1 0O bE) = 0 1 o0]4? bz')
a3l a32 a3310 0 1153 001 b3’

Exercice 2:

Résoudre le systéme linéaire de 1'exercice 1par la méthode de Gauss-Jordan

Solution :

K=1, pivot=2

2 3 —1|1 0 0|5 2 3 -—-1|1 0 0|5

4 4 =30 1 03) =+ 0 -2 —-1/-2 1 {]?)

-2 3 110 0 111 0 &6 =211 0 1l&

K=2, pivot= -2

2 3 -—-111 0 0|5 2 0 =5/2|-2 3/2 0|]-11

0 -2 —-11-2 1 EI?) - 0 -2 —-1]1-2 1 0 ?}

0 6 =211 0 1la 0 0 —5|-5 3 1|-15

K=3, pivot=-5

2 0 0|-5/2 0 -1/2] 2 1 0 0]—5/4 0 —1/411

o -2 0|-1 2/5 -—-1/5 —4) — 0 1 ol1/2 -1/5 1/10(2

0 0 -5l -5 3 1 1-15 0 0 11 1 -3/5 -1/5]3

Avec :
1 0 0 -5/4 0 -1/4 x1 1

I=0 1 0 A1=1/2 —-1/5 1710 2 =12
0 0 1 1 -3/5 —1/5 3 3

Déterminant :

det(4) = (—1)? 1_[:11'1 =2%(=2)%(-5)

det(A) = -20



1.3 Méthodes itératives

Lorsque n est trés grand, la résolution d'un systeme d’ordre n par les méthodes directes
devient assez compliquée. Alors on fait appel aux méthodes dites itératives sous réserve de
convergence.

Les méthodes itératives permettent de définir une suite de vecteurs X® convergente vers la
solution exacte x du systeme linéaire Ax=b.

X0 — XO) —— XO .............. XE)  —— X+

1.2.1 Méthodes de point fixe

- Pour résoudre le systéme linéaire Ax=b, on décompose A sous la forme :
A=M - N avec M inversible (déterminant <>0).

Alors: Ax=b & (M-N)x=b & Mx-Nx=b & Mx=Nx+b

Donc : X=EMINXx+M1b .occiiiieiiiiiiniinnnnn. (1)

On est alors ramené a un probléme de point fixe définit dans 1"équation 1:

Pour (k+1) itérations, la relation de récurrence s’écrit :

x 61 = MAN X0+ MAb o.eoreeeeeena(2)

- Décomposition de la matrice A: A=D-E-F
Avec:
D : diagonale de la matrice A
E : Matrice triangulaire inferieur

F : matrice triangulaire supérieur

Pour:
all al2 A1l3
A= (221 a22 a23) on
31 @32 a33
all 0 0 0 0 0 0 al2 al3
D=( 0 a2? 0 ) E=—(a21 0 {]) F=—({] 0 aZB)
0 0 a33 a3l a32 0 0 0 0



1.2.2 Méthode de Jacobi :
On considére un systéme linéaire Ax=b avec A inversible, on pose A=M - N avec M=D et
N =E+F (d’apres la décomposition A= D- E - F).
Ona: DA ERY SRUD (LR 1Y Gl o R (< )
A partir de la décomposition: A=D-E-F < A=D - (E+F)
On pose : A=M-N avec:
N=E+F .ccccvviiiiiiiiviivinnieeceeeeee(5)
On remplace (4) et (5) dans (3) :
DS DN | S 3 DXLV S B L o RPN (<)
D’ou : J=D-1 (E+F) est la matrice de Jacobi associée a la matrice A.
Pour n=3:
xy T 1/all 0 0 o0 0 al2 a13\] /%% b1/all
P s B (tuazz) [— (aZi 0 n) - ([] 0 aZB)] x5 |+ (bZMZZ)

xkt 1/a33 a3l a32 0 0 0 0 xk b3/a33

%) 1/all 0 —al? —al3 xf bl/all
LA - (1,&122) [(_am 0 —QES)] x5 |+ (bE,’aEE)
1/a33 —a3l —a32 0 b3/a33

£

X

( b1
2+ = 7+ 1/all(-al2 x5 — al3x%)

. b2
xpl=—+ 1/a22(—a21 x¥ — a23 x¥)
[

b3
x5 = =3+ 1/a33(-a31 x¥ — a32x%)

X



(eer 2L (@12 o 013

1 To11 ‘g1t et

h? a2l az3
k+1 k k
R+l _ = (ko
U= @ttt ¥s)
h3 a3l a3i?
K+l k s
= — \——= + —— b
*s' =33 (G33% T a3
Algorithme :
[ x'® donnée
b. n P
4oy L L
x£k+1} =2 Z_f x;.;
2l ZiL
=1
FE=!

1.2.3 Méthode de Gauss-Seidel :

Soit la relation de récurrence :

On a: X &) =M1N X&) + M1b
Avec: M=D-E et N=F

On obtient la relation suivante :
X&) =(D-E)1F x® + (D- E)1b

Ou: (D-E)1F représente la matrice de Gauss -Seidel associée a la matrice A.

Tel que :
all 0 0 0 0 0 0 al2 ail3
D=| 0 a2z © E=—|a21 0 0 F=—|0 0 a23
0 0 a33 a3l a32 0 0 0 0
On a: (D-E) x(<*) = F x( +b
all 0 0 0 0o oy /AT 0 —al2 —a13\ (%% b1
0 a22 0 |—-|-a21 o0 o)|x¥)=lo0 0 —a23||xF |+ |52
0 0 a33 —a31 —a32 0/ \yk+1 0 0 0 x¥ b3



all 0 0 (¥ 0 —al2xk —al3x} b1
a21 a22 0 ||x57|= —a23 ¥ + | b2

a31 a32 a33/ \ i+t 0 b3
, b1 al2 al3
K+l _ ko
T a1 T
b2 a2l a3l
g i = = St
2 T T et q22 3

b3 a3l 632
a3i3 a33 ! a33’ ?

i
ke _ 2L Ntalj

T L a1l
J=i
Jj®i
e b2 @21 . a23

2 T2 @2t q22 3

b3 a3j
kvl _ 99 O NTEY ke
s T 433 Zaaax»‘

LN i

(et1) bl . -
x, =—— aij xj’-‘ — aij x}’-‘“
aii

J=i Ji
Algorithme de Gauss-Seidel :

x0 donnée

(e+1) l - L o k1
X, = m_l_(ba Zaux}- Zau x770)

i 7=t
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